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I. INTRODUCCION

del mismo con respecto a un sistema de ref-

erencia sin considerar las fuerzas que inter-
vienen. Asf, la cinematica se interesa por la descrip-
cién analitica del movimiento espacial del robot
como una funcién del tiempo, y en particular por
las relaciones entre la posicién y la orientacion del
extremo final del robot con los valores que toman
sus coordenadas articulares.
Existen dos problemas fundamentales a resolver
en la cinematica del robot, el primero de ellos se
conoce como el problema cinematico directo, y con-
siste en determinar cudl es la posicion y orientacién
del extremo final del robot, con respecto a un sis-
tema de coordenadas que se toma como referencia,
conocidos los valores de las articulaciones y los
pardmetros geométricos de los elementos del robot;
el segundo, denominado problema cinematico in-
verso, resuelve la configuraciéon que debe adoptar
el robot para una posicién y orientacién en su ex-
tremo conocidas.
En el presente trabajo se estudiard el problema
cinematico directo e inverso para un manipulador
plano de 3 grados de libertad. Ademads de desar-
rollard un algoritmo en python para la solucién
interactiva del problema.

LA cinemética del robot estudia el movimiento

II. ErL PrROBLEMA

I. Se tiene

Se tiene: El siguiente manipulador plano

Figura 1: Manipulador plano de 3 grados de libertad

II.

II1.

II1.1

Se pide

Definir la matriz de Denvit-Hatenberg.

. Estudiar la cinématica directa.

Estudiar la cinématica inversa.

Cinemética Directa
Algoritmo de Denavit-Hartenberg

Numerar los eslabones comenzando con 1
(primer eslabén mévil dela cadena) y aca-
bando con 7 (dltimo eslabén movil). Se nu-
merard como eslabén 0 a la base fija del robot.

Numerar cada articulacién comenzando por
1 (la correspondiente al primer grado de lib-
ertad) y acabando en n.



10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Localizar el eje de cada articulacién. Si esta
es rotativa, el eje serd su propio eje de giro. Si
es prismadtica, serd el eje a lo largo del cual se
produce el desplazamiento.

Parai de 0 a n — 1, situar el eje Z;, sobre el eje
de la articulacién 7 + 1.

Situar el origen del sistema de la base (Sp) en
cualquier punto del eje Zy. Los ejes Xy e Yy
se situaran dé modo que formen un sistema
dextrégiro con Zg.

Paraide 1 an—1, situar el sistema (S;) (soli-
dario al eslabon i) en la interseccién del eje Z;
con la linea normal comtn a Z;_1 y Z;. Si am-
bos ejes se cortasen se situaria (S;) en el punto
de corte. Si fuesen paralelos (S;) se situarfa en
la articulacion i + 1.

Situar X; en la linea normal comtin a Z; 1y
Z;.

Situar Y; de modo que forme un sistema dex-
trégiro con X; y Z;.

Situar el sistema (S;;) en el extremo del robot
de modo que Z, coincida con la direccion de
Z, 1y Xnseanormala Z, 1y Z,.

Obtener 6; como el dngulo que hay que girar
en torno a Z; 1 para que X;_1 y X; queden
paralelos.

Obtener D; como la distancia, medida a lo
largo de Z;_1, que habria que desplazar (S;_1)
para que X; y X;_1 quedasen alineados.

Obtener A; como la distancia medida a lo
largo de X; (que ahora coincidiria con X;_1)
que habria que desplazar el nuevo (S;_1) para
que su origen coincidiese con (S;).

Obtener «; como el angulo que habria que
girar entorno a X; (que ahora coincidiria con
X;_1), para que el nuevo (S;_1) coincidiese
totalmente con (S;).

Obtener las matrices de transformacion =1 A;.
Obtener la matriz de transformacién que rela-

ciona el sistema de la base con el del extremo
del robot T =0 A}Az I

16.

La matriz T define la orientacién (subma-
triz de rotacién) y posicién (submatriz de
traslacién) del extremo referido ala base en
funcién de las n coordenadas articulares.

Al aplicar el algoritmo quedaria

iy

A

Figura 2: Algoritmo de Denavit-Hartenberg aplicado al

manipulador

Los pafametros para cada articulacién son

Articulacién # d a a
1 ¢ 0 Iy 0
2 g — T 0 Iy 0
3 g3 —m 0 I3 0

Tabla 1: Pardmetros de Denavit-Hartenberg

La matriz de transformacién °T; serd

cos(q1) —sin(qy) 0 4cos(q1)
sin(qy) coslqn) 0 dsin(a)|
0 0 1 0
0 0 0 1
1T2
—cos(q2) sin(q2) 0 —3cos(g2)
—sin(gqy) —cos(gqz) 0 —3sin(g2) o)
0 0 1 0
0 0 0 1
Y finalmente 2T
—cos(q3) sin(q3) 0 —2cos(q3)
—sin() —coslas) 0 ~2sinas)| g
0 0 1 0
0 0 0 1
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La matriz de transformacién que relaciona el
extremo de la herramienta del robot con el sistema
definido en labase T serda T =0 T; -1 T, -2 T

(4)

S O o, R
oo N ™
o - O O
_ o &’

Donde & = — (sin (q1) sin (g2) — cos (41) cos
(sin (q1) cos (q2) + sin (q2) cos (q1)) sin (43)

p = (sin(q1)sin (q2) — cos (41) cos (q2)) sin (q3) —

(sin (41) cos (92) + sin (92) cos (q1)) cos (q3)

7= —2(sin (q1) sin (42) — cos (q1) cos (42)) co
2 (sin (1) cos (q2) + sin (q2) cos (q1)) sin (q3) ~  +
3sin (g1) sin (g2) — 3 cos (g1) cos (g2) +4cos (q1)

d = — (sin(q1) sin (q2) — cos (1) cos (42)) sin (43) — 2

(—sin (q1) cos (q2) — sin (42) cos (q1)) cos (43)

€=
(—sin (q1) cos (q2) — sin (q2) cos (41)) sin (43)

kK = —2(sin (q1) sin (q2) — cos (g1) cos (92)) sin (g3) -2(sin (g1) cos (92)

2 (—sin (q1) cos (92) — sin (42) cos (q1)) cos (q3) —
3sin(g1)cos (q2) + 4sin(q1) — 3sin(g2)cos (q1)
Sean x;, Yy, y zr las coordenadas de un punto

medidas desde el sistema de referencia ubicado en

III.2 Cédigo en python

(42)) cos (613_)—(

s (q3) —

el extremo del robot.
b = Yr (5)

Entonces, el mismo punto medido en el sistema de
referencia de la base sera T - P,
q1) cos (q2)) cos (q3)

x = x;(—(sin (q1) sin (q2) —cos (41) co

sin (q1) cos (42) + sin (q2) cos (1)) sin (43)) +
yr((sin (q1) sin (q2) — cos (q1) cos (q2)) sin (q3) —
(sin (q1) cos (q2) + sin(q2)cos (41)) cos (43)) —
2(sin (q1) sin (q2) — cos (q1) cos (42)) cos (q3) —

2(sin(q1) cos (gq2) + sin(gz)cos(gq1))sin(gq3) +
3sin (g1) sin (g2) — 3 cos (q1) cos (q2) + 4 cos (q1)

= X (—(sin (q1) sin (42) — cos (1) cos (q2)) sin (q3) —
(—Sln(ﬂh) cos (q2) — sin(q2)cos (q1)) cos (43)) +
yr(—(sin (q1) sin (q2) — cos (q1) cos (42)) cos (q3) +
(—Sm(m)COS (92) — sin(q2) cos (q1)) sin (q3)) —
2(sin (q1)sin (q2) — cos(q1) cos (42)) sin (q3) —
(=sin (q1) cos (q2) — sin(g2) cos (q1)) cos (43) —
3sin (g1) cos (g2) + 4sin (g1) — 3sin (g2) cos (41)

Si colocamos el sistema de referencia en la base

— (sin (q1) sin (92) — cos (91) cos (92)) cos (43) +(x, y y, iguales a cero) el punto que determina

la ubicacién de la herramienta se obtiene de la
siguiente manera
x = —2(sin (41) sin (42) — cos (q1) cos (q2)) cos (q3) —
+ sin(q2)cos (q1))sin(q3) +
3sin (g1) sin (g2) — 3 cos (q1) cos (q2) + 4 cos (q1)

y = —2(sin (q1) sin (q2) — cos (q1) cos (q2)) sin (q3) —
2(—sin (q1) cos (g2) — sin (q2) cos (q1)) cos () —
3sin (g1) cos (g2) + 4sin (g1) — 3sin (g2) cos (41)

En la siguiente entrada determinaremos la posicién de la herramienta modificando los valores de 41, 42 y

g3 en los widgets interactivos

In [1]: import matplotlib.pyplot as plt
#plt.style.use(’bmh’)

from numpy import sin, cos, pi,

from IPython.html.widgets import interact, FloatSlider,

from IPython.display import display
Jmatplotlib inline
fact = 180 / pi
def punto(ql,q2,93):
x =

arctan?2

interactive

-2+ (sin(ql)*sin(q2) - cos(ql)*cos(g2))*cos(g3) - 2 * \

(sin(ql)*cos(q2) + sin(g2)*cos(ql))*sin(g3) + 3+*sin(ql)*sin(q2) - \
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3*cos

y:_
(-sin
4*sin

xl =
yt =
x2 =
y2 =
plt.p
plt.y
plt.x
plt.p
plt.p
plt.p
plt.p
plt.g
print
print
print
ql_slider

q2_slider
q3_slider

w=interac
display(w

(q1)*cos(qg2) + 4xcos(ql)

2% (sin(ql) *sin(q2) - cos(ql)*cos(g2))*sin(q3) - 2 * \

(q1l)*cos(q2) - sin(qg2)*cos(ql))*cos(q3) - 3*sin(ql)*cos(q2) + \
(q1) - 3*sin(qg2)*cos(ql)

4xcos(ql)

4xsin(ql)

3xsin(ql) *sin(q2) -3*cos(ql) *cos(q2) +4*cos(ql)
-3*sin(ql)*cos(q2) +4*sin(ql) -3*sin(q2) *cos(ql)
lot(x,y,’r+’)

1lim(-9.5,9.5)

1im(-9.5,9.5)

lot([0,x1],[0,y1],°k-")

lot ([x1,x2], [yl,y2],°r-’)
lot([x2,x], [y2,y],’b-")
lot([-1,1],[0,0],k-7)
rid(True)

"x [m] =", x

"y [m] =",y

"Angulo [deg]l = ", fact * arctan2((y-y2), (x-x2))

= FloatSlider (min=-2*pi, max=2*pi, step=0.1, value=3*pi/4, \
description=’Angulo $q_1$’)

= FloatSlider (min=-2*pi, max=2*pi, step=0.1, value=pi/2, \
description=’Angulo $q_2$°)

= FloatSlider (min=-2%pi, max=2*pi, step=0.1, value=2*pi/3, \
description=’Angulo $q_3$’)

tive(punto,ql=ql_slider,q2=q2_slider,q3=q3_slider)

)
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Angulo q1 2.356194490192345
Angulo g2 1.5707963267948966
Angulo g3 2.0943951023931953
x [m] = 1.22474487139
y [m] = 4.,4321093781
Angulo [deg] = -15.0
5 |
0- |
-5 - -
I 1 1
-5 0 5
Figura 3: Captura de la ejecucion del cédigo en un Notebook de IPython
IV. Cinemaética Inversa Por trigonometria las coordenadas de la articu-
lacién 3 serdn x3 = xj, — I3 xcos(0) y y3 = y —
Realizaremos la cinemética inversa mediate méto- I3 * sin(f). Podemos obtener g1 y g2 con qp =

A

dos geométricos. Sea Pher el punto desado de la (i 1—6052(612)) donde cos(q;) = S

herramienta con coordenadas xj, y vj, (z, = 0 al cos(q2) Lsin(qa)
tratarse de un robot plano) y formando un angulo Y 41 = arctg (%23) —arctg (%) (Barrientos,
6;, con la horizontal. Fundamentos de Robética, 2007).

arctg

IV.1 Cédigo en python

In [2]: from numpy import sqrt, arcsin
def cin_inv(x,y,theta):
theta = theta / fact
x_3 = x - 1_3 * cos(theta)
y_3 =y - 1_3 * sin(theta)
cos_q_2 = (x_3#*%2 + y_3#*%2 - 1_1%*%2 - 1 _2%*x2) / (2 * 1_1 * 1_2)
g_2 = arctan2(sqrt(l - (cos_q_2)*%*2),cos_q_2)
q_1 arctan2(y_3,x_3) - arctan2((1_2 * sin(q_2)),(1_1 + 1_2 * cos_q_2))
1 = sqrt(L_1#x2 + 1 _2%%2 - 2 x 1_1 * 1_2 * cos_q_2)
alpha = arcsin(l_1 * sin(q_2) / 1)
beta = arctan2(y_3,x_3)
k = pi - theta
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q_3 = (alpha + k + beta)
plt.plot(x, y, ’r+’)
plt.ylim(-9.5, 9.5)

plt.x1im(-9.5, 9.5)
plt.plot([-1,11,[0,0], k-")

x_2 = 1_1 * cos(q_1)

y_2 = 1_1 % sin(q_1)

x.1=20

y_1 =20
plt.plot([x_1,x_2],[y_1,y_2],’r-")
plt.plot([x_2,x_31,[y_2,y_3],’b-?)
plt.plot([x_3,x],[y_3,y],’k-")
plt.grid(True)

print "ql [deg]l = ", q_1 * fact

print "q2 [degl = ", q_2 * fact

print "3 [deg] = ", q_3 * fact

print "11 [m] = ", sqrt((x_2%*2)+(y_2%*2)), 1_1

print "12 [m] = ", sqrt(((x_2-x_3)*x2)+((y_2-y_3)*x2)), 1_2
print "13 [m] = ", sqrt(((x_3-x)**2)+((y_3-y)**2)), 1_3

x_slider = FloatSlider(min=-9, max=9, step=0.1, value=-1, description=’X’)

y_slider = FloatSlider(min=-9, max=9, step=0.1, value=4, description="Y’)
theta_slider = FloatSlider(min=0, max=360, step=0.1, value=200, description=’Theta’)
W:interactive(cin_inv,x=x_slider,y:y_slider,theta:theta_slider)

display(w)
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X -1
Y 4
Theta 200
ql [deg] = 40.56632998888
g2 [deg] = 95.4667838701
q3 [deg] = 109.03140576
11 [m] = 4.0 4
12 [m] = 2.0 2
13 [m] = 2.0 2
5l
L
-
i} —
=5
5 0 5

Figura 4: Captura de la ejecucién del cédigo en un Notebook de IPython
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